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1 INDLEDNING 2 
1 INDLEDNING 
De betonkonstruktioner, der i dag anvendes i bygningskonstruktioner, dimensioneres '! 
oftest uden hensyntagen til betons trcekstyrke, der scettes lig nul. Dette giver i de :fleste 
tilfcelde ingen anledning til problemer, specielt hvis sprendingsniveauet er lavt. For 
visse brudtilfcelde, hvor trcekstyrken har betydning, optrreder der imidlertid en markant 
st0rrelseseffekt, som det ikke er muligt at forklare ud fra de scedvanlige dimensionerings 
redskaber (elasticitets- og plasticitetsteori) (9]: 
1. B0jningsbrud af uarmerede eller svagt armerede betonkonstruktioner. 
2. Forskydnings- og forankringsbrud. 
3. Brudforhold i meget store betonkonstruktioner fx. dcemninger. 
For at kunne forklare disse brudtyper, er det Mdvendigt at tage hensyn til, hvorledes 
brud i beton forl0ber. Dette g0res ved at tage hensyn til betons fuldstcendige arbe-
jdskurve. Betragtes arbejdskurven for beton, nar den ydre belastning er kraftstyret, 
observeres et forl0b som skitseret pa figur 1. Er den ydre belastning istedet deforma-
F Belastning 
L 
Deformation 
Figure 1: Betons arbejdskurve nar den ydre belastning er kraftstyret, [9] 
tionsstyret, vil det vcere muligt at bestemme hele arbejdskurven, se figur 2. Den gren 
inden for mekanikken, der beskceftiger sig med konstruktioner, der er revnede, betegnes 
brudmekanik. 
2 HISTORISK OVERSIGT 
2.1 Linerer elastisk brudmekanik 
Den f0rste, der anvendte brudmekanik, var Griffith (14], der i 1920 foreslog, at brud i 
sk0re materialer sa som glas opstar pga. inhomogeniteter i materialet fx. sma revner 
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Figure 2: Betons arbejdskurve nar den ydre belastning er deformationsstyret, [9] . 
( Griffith cracks). Disse inhomogeniteter gav anledning til lokale sprendingskoncentra-
tioner, som det fremgik af lnglis 's [20] l0sning af sprendingsfeltet omkring et elliptisk 
hul. 
Griffith introducerede en n0dvendig energibetingelse for, hvornar en revne l0ber. Beting-
elsen formuleres som en ulighed imellem, hvor stor en energimrengde der frig0res , nar 
en rev ne l0ber, kaldet energifrig!ZSrelsesgraden, g, og den energi der er n0dvendig 
for at danne en enhed fri revneoverftade, kaldet den specifikke overfladeenergi, /· 
Griffth antog, at 1 var en materialekonstant. 
I 1957 foreslog lrwin [21), at revnevrekst opstar pa baggrund af sprendings-singulariteten 
i nrerheden af en allerede eksisterende revne1. Ved at anvende Westergaards [39] l0sning 
af sprendingsfeltet i nrerheden af en revne i et linerert elastisk materiale2 , se figur 3. 
hvor 
J;j(O) en trigonometrisk funktion. 
cr;i sprendingstensoren, [N/m2 ] . 
Kr 
O"ij = rn=-:Jij ( 0) 
v27rr 
r afstanden fra revnespidsen, [m]. 
K 1 en faktor der afhrenger af den ydre belastning, legemets geometri 
sarnt revnens geometri,[N/m312]. 
(1) 
indsa lrwin, at sprendingsfeltets form i revnens nrerhed altid er givet ved denne inverse 
kvadratrods singularitet, samt at st0rrelsen af sprendingsfeltet er givet ved faktoren 
1i modsretning til Griffiths energi betragtning 
2heraf navnet linerer elastisk brudmekanik 
' 
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' ' ' 
Nomine! sprending 
St0rrelsen af sprendingerne 
langs x-aksen, (j2 . 
· K1 0 ( . 0 . 30) 
(jl = -- COS - 1 - Slll - Slll -
../2i'r 2 2 2 
K1 0( . 0 . 30) 
(j2 = ..j2i'r COS 2 1 + Slll 2 Slll 2 
Figure 3: Sprendingsfeltet i nrerheden af en revne, [33]. 
4 
K 1, der benrevnes sprendingsintensitets faktoren. 0nskes sprendingerne i et givet 
punkt bestemt i revnespidsens nrerhed, er det derrned kun n0dvendigt at fastlregge K1 . 
Sprendingsintensitetsfaktoren er givet ved f0lgende udtryk: 
K1c = (joFa g(geometrien) (2) 
hvor 
g(geometrien) en funktion der er fastlagt ud fra legemets geornetri. 
C10 den ydre belastning, [N/m2 ]. 
a revnelrengden, [m]. 
lrwin foreslog endvidere, at nar J( [ opnar en kritisk vrerdi, den kritiske sprendingsinten-
sitetsfaktor eller brudsejheden Krc, vil revnen begynde at l!llbe. lrwin 
antog, at brudsejheden var en materialekonstant. Endvidere bevidste han relationen: 
Krc = /9cE = (jcj;a g(geometrien) 
hvor 
9c Den kritiske t!lljningsenergi rate (9c = 21 ). 
E Elasticitetsrnodulet. 
(jc den ydre belastning der f!llrer til kollaps. 
{3) 
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2.2 Revnedannelse i beton 
Revnedannelse af cement og beton, har vreret genstand for seri0s forskning siden 1928, 
hvor Richardt o.a. [29] unders0gte revneudviklingen i beton pavirket til tryk. 
Den f0rste, der anvendte linererelastisk brudmekanik, LEFM3 , pa beton, var sa vidt 
vides Kaplan [23], der i 1963 udf0rte en rrekke fors0g. Kaplan udf0rte bjrelkefors0g 
rned bjrelker der havde en initial krerv, pavirket i tre og fire punkts b0jning. Ud fra 
disse fors0g fors0gte Kaplan at besternrne brudsejheden ud fra ligning (2) , og han 
konkluderede, at brudsejheden ikke va.rierede med krerv lrengden. Istedet observeredes 
en rnarkant st0rrelses effekt, som ha.n tillagde la.ngsorn revnevrekst 4 . 
I en diskussion af Kaplans artikel afviser Blakey og Bersford (3] Kaplans fortolkninger, 
istedet foreslar de, at Kaplans resultater kan forklares med ideer sa som: st0rrelseseffek-
ter, variationen i belastningstyper sa.mt energidissipation. 
I en diskusion af Glucklich [11], st0tter Glucklich Kaplans arbejde. Han nrevner dog 
tre begrrensninger for hans tilnrermelser: 
• Langsom revnevrekst. 
• Usikkerhed med hensyn til hvilken revne, der vi! vrere den kritiske i en stor beton 
konstruktion. 
• Graden af ubestemthed a.f konstruktionen. 
I en tredje diskussion af dette pionerarbejde, st0ttes Kaplan i sine konklusioner af Irwin 
(22]. Irwin mener, at der er n0dvendigt at male den effektive revnelrengde, for at kunne 
bestemme I< re korrekt. 
I 1966 malte Hughes og Cha.pman som de f0rste, den fuldstrendige arbejdskurve for 
beton i trrek. 
Siden da har et betydeligt antal forfattere fors0gt at besternrne brudsejheden, samt 
at fastlregge om beton er krervf0lsom (dvs. om I<rc er konstant overfor rendringer i 
den relative krervlrengde) . De fleste forskere anvendte krervede betonbjrelker pavirket 
til tre-eller fire-punkts b0jning. En deta.ljeret gennemgang af denne litteratur findes i 
[24,25,5]. I det f0lgende gennemgas resultaterne fra tre af de vigtigste af disse arbejder. 
I 1976 pastod Walsh (37], at kun nar et legeme er sa tilstrrekkelig stort, at zonen med 
sprendingsforstyrrelser bliver forholdsvis lille, kan denne antages at vrere omgivet af et 
sprendingsfelt, hvis st0rrelse er i overensstemmelse med den ideelle sprendingsfordeling 
opnaet ved LEFM. Walsh var den f0rste, der satte sp0rgsmalstegn ved om effekten fra 
langsom revnevrekst var skyld i variationen af I<rc- Han mente, at det i stedet skyldes, 
at pr0velegmerne var for sma. 
3 Iinear elastic fracture mechanics 
4 revneva:kst som ikke f0rer til endeligt kollaps 
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Higgins og Bailey [16], udf0rte brudfors0g med cementpasta og fandt, at I<Ic 0gedes 
med pnweemnets st\!lrrelse. De konkluderede, at LEFM ikke er anvendelig for hcerdnet 
cement med pnweenmer af den st0rrelse de anvendte, idet st0rrelsen af zonen med 
spcendingsforstyrrelser er sammenlignelig med pr0veernnets st0rrelse. 
Samme ar udf0rte Schmidt [32] fors0g med Indiane Limestone, og malte brudsejhe-
den ved tre punkts b0jning. Han fandt, at J( IC 0gedes med st0rrelsen af den relative 
revnelrengde og legemets st0rrelse indtil en maksimal vrerdi, sorn Schrnidt betragtede 
som vrerende en grrensevrerdi. 
Specielt i firserne har der vreret afholdt en del internationale konferencer, der har 
beskreftiget sig med brudforhold og brudmekanik for beton: 
• Fracture Mechanics of Concrete, Editor: F.H . Wittman, Elsevier, 1-680 (1983) 
• Fracture Mechanics of Concrete: Material Characterization and Testing, Editors: 
Carpinteri, A.R. lngraffea, The Hague, Nijhoff ( 1984). 
• Application of Fracture Mechanics to Cernentious Composites, Editor: S.P. Shah, 
Nijhoff, 1-714 (1985) 
• Fracture Toughness and Fracture Energy of Concrete, Editor F.H. Wittman, 
Elsevier, 1-699 (1986) 
• Brittle Matrix Composites, Editor A.M. Brandt, Elsevier, 1986. 
• Fracture and Damage of Concrete and Rock , Editor H.P. Rossmanith, Pergamon 
Press, 1988. 
• Brittle Matrix Composites 2, Editor A.M. Brandt, Elsevier, 1989. 
• Fracture of Concrete and Rock- Recnt developments,Editors: S.P. Shah, S.E. 
Swartz and B. Barr, Elsevier, 1-756 (1989) 
Det skal nrevnes, at der ligeledes har vreret afholdt bilaterale konferencer. 
I det fv;lgende gives en gennemga.ng aJ de senere ars forskningresultater, idet hov-
edvregten er lagt pa brudforl0b og bruclmodeller. 
3 BRUDFORL0BET I BETON 
3.1 Beton pavirket til tryk 
Bade cement pasta og be ton er komposi tmaterialer, der bestar af strerke partikler, der er 
fordelt i en svagere matrice5 . I cementpasta er uhydratiserede cementkorn fordelt ice-
5 i normal styrke beton 
j 
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T~jninger 
Figure 4: Arbejdskurver for tilslagsmaterialet, cement og beton [24]. 
menthydrater (C-S-H). I beton er tilslagsmaterialet (sand og sten) fordelt i cementpas-
taen [24,41]. Betragtes arbejdskurven for tilslagsmaterialet, se fig 4, i kraftstyret tryk, 
observeres et stort set linerert forl~b indtil peaklasten samt, at materialet er spr~dt. 
Det samme forl!Zlb haves for cementpasta indtil ea 95% af peaklasten. Trykarbejdskur-
ven for beton er derimod ikkelinerer, og der observeres desuden en lang nedadgaende 
gren efter peaklasten. Denne ikkelinearitet skyldes delvist vekselvirkningen imellem de 
to material er, id et sammenhrengen ( adhresionen) i material et er srerdeles imperfekt. 
Derudover er der en betydelig revnevrekst i cementpastaen, ml.r belastningen fllges (70-
90% af brudlasten) [19]. Det mere linerere forl!Zlb af arbejdskurven for cementpastaen 
skyldes en vresentlig bedre sammenhreng imellem de uhydrerede cementkorn og C-S-H. 
Arbejdskurven for beton pavirket til tryk kan inddeles i fire omrader, [12] se fig. 5, 
samt den nedadgaende del af kurven. T.T.C Hsu o.a (19] observerede ved hjrelp af 
mikroskop og r!Zlntgenteknikker, at allerede inden lasten bliver pa£0rt, er der en bety-
delig mrengde adhresionsrevner6 • lf0lge [34) for!Zlges det specifikke revneareal med 26% 
over hele revneforl!Zlbet, hvilket svarer til, at 80% af alle revner er initialrevner. 
Disse stammer formentlig fra svelning af betonen, idet svelning netop giver anledning 
til tangentielle adhresionsrevner, hvorimod svind giver anledning til radirere revner i 
cementpastaen,[41). Tangentielle a.dhresionsrevner kan ligeledes dannes i forbindelse 
med bleeding af betonen, isrer hvis betonen ikke er velgraderet og hvis der anvendes 
et ru tilslagsmateriale [15]. Dette bekrreftes af Dhir og Sangha [7] som observerede, at 
revnetretheden er st0rst i den horisontale retning, ved alle sprendingsniveauer. 
6 revner imellem tilslaget og cementpastaen 
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Figure 5: Arbejdskurven for beton i tryk inddelt i fire regioner, [24]. 
For belastninger under ea. 30% af peaklasten, O'uJtl er der stort set ingen vrekst 
af disse revner, og trykarbejdskurven er nresten linerer, se fig 5. Efterhanden som 
adhresionsrevnerne begynder at l0be og deres antal0ges- henholdsvis pga. sprendingsint-
ensiteterne og pga. tilslaget og eementpastaen har forskellig stivheder [35] - bliver ar-
bejdskurven stadig mere ikkelinerer. Nar belastningen er ea 50% af O'uJt, vil der udover 
adhresions revnevrekst opsta revner i eementpastaen l0bende imellem tilslaget og no-
genlunde parallelt med belastningsretningen. Ved ea. 75% af O'utt begynde et mere 
komplekst revnesystem at udvikle sig og revnerne i eement-pastaen m0der efterhanden 
adhresions-revnerne, og revnesystemet er til sidst sa udbredt, at endeligt brud udvikles. 
3.2 Beton pavirket til trrek 
Betragtes arbejdskurven i trrek observeres et lidt anderledes forl0b, idet det bemrerkes, 
at betons brudforhold i trrek stadig ikke er fuldt ud klarlagt. Arbejdskurven er stort set 
linerer op til ea 80% af peaklasten, a1 [41]. Derefter vil allerede eksisterende mikrorevner 
begynde at h:sbe, og nye revner vil dannes. Dette vil forega inden for en bestemt 
lokal zone, og man taler om, at t0jningerne lokaliseres7 • St0rrelsen af denne zone 
er endnu ikke fastlagt. Disse mikrorevner vi! efterhanden vokse sammen og danne 
en makrorevne. Ved yderligere deformation vil den sprendingsoverf!Zirende mekanisme 
gradvist rendre sig. Ved peaklasten er sprendingskapaciteten naet (trrekstyrken), hvis 
st!Zirrelse afhrenger af matricens styrke samt adhresionen imellem matricen og tilslaget8. 
Sa snart en kontinuert makrorevne er dannet, bestar den sprendingsoverf!Zirende mekanis-
me udelukkende af glidningsfriktion imellem de to revneoverflader. Disse krrefter 
7 strain localization 
8 for normal styrke beton 
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Figure 6: Revnebilledet i nrerheden af krerven pa en Betonbjrelke pavirket til trepunk-
tsb!3jning, [6]. 
skyldes at stenene skal rives ud af ma.tricen (aggregate interlock) . For mellemliggende 
stadier bestar den sprendingsoverf0rende mekanisme af en kombination af de to nrevnte 
mekanismer. Betragtes fx. en uarmeret betonbjrelke med en initial krerv , pavirket til 
trepunkts b13jning, vil revnebilledet i fig. 6 kunne observeres. 
4 BRUDMODELLER 
I 1983 foreslog Wittman [40], at beton betragtes pa tre niveauer, rnikroniveauet, hvor 
hrerdet cementpasta behandles, mesoniveauet , hvor hovedaspektet er store luftporer, 
eksisterende revner og inklusioner og makroniveauet, hvor beton behandles sorn et kon-
tinuurn. I det f0lgende betragtes beton pa makroniveauet. 
Betragt en betonstang med lrengden lh som vist i fig 7. Stangen er pavirket af en 
D 
5,F ---i ~ I [ I I ~5,F 
A B c 
Figure 7: Betonstang pavirket af en deformationsstyret trrekkkraft, [17]. 
deforrnationsstyret trrekkraft, og t0jningerne males af straingagene A-B-C-D. Strain-
gage A-B-Char lrengden I= ~ medens straingage D har lrengden it. Antages det, at der 
dannes en revne under straingage B, vi! arbejdskurverne i fig. 8 opnas. Arbejdskurverne 
:~ 
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(j 
(j 
Figure 8: Arbejclskurver ma.lt af de fire straingage, [17]. 
for straingage A og C er ens , hvorimod der er stor forskel pa straingage B og D. Dette 
s~ges forklaret i det f~lgende. I den f0rste fase af fors0get for0ges spcendingerne sam-
tidig med, at deformationen, 8, for0ges. Denne del af arbejdskurven betegnes den 
opadgaende del. Hvis det antages, at legemet er homogent, vil den relative forlrengelse 
vcere den samrne langs hele legemet, dvs. deformationen af stangen kan beskrives ved 
t0jningen c = t, dette ses tydeligt af de tre arbejdskurver. 
Efter peaklasten er naet, kommer den nedadgaende del af arbejdskurven (post peak), 
hvor en for0gelse af deformation, b, formindsker spcendingerne. Dette skyldes sorn 
tidligere ncevnt, at den for0gede deformation for0ger 0delceggelsen af rnaterialet i en 
smal zone (proceszonen), der i dette tilfrelde ligger ved gage B. Den forrnindskede evne 
til at overf0re spcendinger foregar i proceszonen. Omraderne der ligger uden for denne, 
kaldet bulkzonen, vil derrned aflaste og deformationerne vil falde. Da de fleste dele 
af stangen aflaster, rnedens hele stangen bliver lrengere, ma den for0gede deforma-
tion dermed forega i proceszonen. Dette fcenomen betegnes t0jningslokalisering. Da 
sprendings t0jningsrelationerne er forskellige for forskellige dele af stangen, er det ikke 
muligt at beskrive materialet ved hjcelp af en relation. 
En model der beskriver betons brudforhold b0r derfor indeholde f0lgende,[lO] 
A En beskrivelse af hvad der sker i bulkzonen . 
B En beskrivelse af hvad der sker i proceszonen. 
C En beskrivelse af lokaliseringen. 
a 
b 
c 
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A Bulk B Brudomrade c Lokaliserings kri terie 
Generel Generel 
skade skade 
Generelt 
a a 
Stivhedstab Stivhedstab Bandmodeller 
a - e. relation 
b b 
Elastisk Flydesprendings Revnemodeller 
aflastning a - w relation 
c c 
Figure 9: Klassifikations skema, [10] . 
I det f0lgende gennemgas tre alternativer til hver beskrivelse, og en given model kan 
herefter klassificeres ud fra disse se fig . 9. 
1. Bulkzonen . 
Generelt vil der vrere tale om energidissipation i bulkzonen, kaldet generel skade. En 
mulighed ville vrere at antage linerer aflastning ti l nulpunktet, stivhedstab, medens en 
anden mulighed er at antage, at bulkzonen er elastisk. Da der altid vil vrere tale om 
aflastning i en del af legemet, er det essentielt for modellen, hvorledes bulk materialet 
modelleres. 
2. P roceszonen. 
For materialet i proceszonen opstilles igen tre tilfrelde: generel skade, stivhedstab og 
flydesprendings fald . De forskellige betegnelser henf0rer til, hvorledes materialet opf0rer 
sig ved aflastning. Hvis belastningen (deformationen) er monotont stigende er de tre 
modeller identiske, idet der sa vi! vrere tale om et monotont sprendingsfald. 
3. T~jningslokalisering. 
Som tidligere nrevnt er det stadig ikke klarlagt i hvor stor en zone t0jningsloka-liseringen 
foregar. I en generel model ma man forestille sig, at t0jningslokaliseringen vil vrere 
givet ved en kontinuert funktion med maksimum der, hvor den endelig r~vne dannes. 
I 
~ 
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Sredvanligvis antages lokaliseringen at forega i en smal zone (et smalt band), eller i en 
linie (en revne). 
I det fi!Slgende beskrives de to mest anvendte modeller, der i deres simpleste form 
er klassificeret ved en (c,x,c) 9 model og en (c,x,b) model. Den f0rste betegnes Den 
Fiktive Revnes model udviklet af Hillerborg o.a. [17].Den anden betegnes Revne Band 
modellen og er udviklet af Bazant [2]. 
4.1 Den Fiktive Revne Model (FCM) 
Grundlaget for FCM er en kohresiv revne, der blev opfundet sa tidligt som i 1959 
af Barenblatt [1] . Dugdale [8] foreslog i 1960 en matematisk lignende, men dog 
grundlreggende anderledes model, cler sikrede endelige sprendinger i nrerheden af en 
krerv i et stallegeme. Rice [28] opfatt.ede de tidligere modeller pa en ny made, og antog 
for elastiske materialer en modholdssprending, hvis st0rrelse var afbrengig af separa-
tionsafstanden, og relaterede disse st0rrelser til den kritiske ti!Sjningsenergi rate, 9c. 
I FCM antages rnaterialet i bulkzonen a.t vrere isotropt og linerert elastisk, og er dermed 
entydigt bestemt udfra elastisitetsmodulet, E, og Poissons forhold, v. Revneinitierin-
gen foregar ved, at den st0rste hoveclsprending bliver Jig o/0 . Pa dette tidspunkt ud-
vikles en kohresiv revne vinkelret pa retningen for den st0rste hovedsprending. Revneini-
tieringen foregar altsa uafhrengigt af triaksialitet. 
Nar den kohresive revne er dannet a.ntages det, at der overf0res sprendinger igen-
nem denne, hvis st0rrelse er afbrengig, af hvor star afstanden er imellem de to revne-
flader. En revne, der kan overf0re sprendinger, er naturligvis ikke en virkelig revne, og 
denne revne betegnes derfor en fiktiv revne, heraf stammer navnet FCM. For monoton 
revneabning antages st0rrelsen af de overf0rte sprendinger at vrere givet ved: 
O'=j(w) (4) 
hvor f(w) er en monotont aftagende funktion der implicit beskriver 0delreggelsen af 
materialet. f(w) er en male1·ialt funktion se fig. 10. For w = 0 haves 0' = O't og for 
0' = 0 haves W = We hvor We betegnes den kritiske revneabning, der angiver hvornar 
den fiktive revne ikke lrengere overf0rer sprendinger. St0rrelsen: 
(5) 
angiver den mrengde energi, der er n0dvendig for at danne en arealenhed ny revne, 
og betegnes brudenergien, G F. Betragtes et emne, der er pavirket til abningsmode 
(Mode I), kan f0lgende sprendingsfordeling dermed observeres, se fig. 11. F0lgende 
karakteristiske st0rrelser, med dimensionen lrengde, kan herefter defineres [17]: 
9x angiver at der ikke er taget st.illing til hvorledes denne del modelleres 
10Rankines brudbetingelse 
I 
·I 
I j 
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Figure 10: Materialefunktionen J( w ), der beskriver sprendings overf~rslen i den fiktive 
revne, (10]. 
QF k k • • k 0 b • Wch = h ara tenst1s revnea mng 
lch = E~ F karakteristisk lrengde 
ft 
I begge st~rrelser indgar elastiske og brudmekaniske karakteristika. G~res disse to f 
karakteristiske st~rrelser dirnensionsl0se, fortreller disse noget om konstruktionens sejhed(15 r 
4.1.1 Forbindelse med linerer elastisk brudmekanik 
Brudenergien bruges typisk sorn approksimation for den kritiske t121jningsenergi rate, 
9c. Dette er dog kun en tilnrerrnelse, idet de to st!Zirrelser er defineret forskelligt. 
9c er kun defineret for elastiske rnaterialer, rnedens GF er defi.neret for FCM. Dette 
har givet anledning til en srnule forvirring, idet visse forfattere ikke skelner irnellem 
de to st0rrelser (17, 18,38,13,36]. Det eneste tilfrelde hvor de to st~rrelser er ens, er 
for elastiske rnaterialer, hvor energidissipationen foregar i en forsvindende lille zone 
ornkring revnespidsen. Forholdet irnellern de st~rrelser G F 9c, rna derrned vrere et 
godt mal for hvornar LEFM beskriver brud af betonlegemet. Jo trettere kvotienten er 
pa 1.0, jo bedre er den linerere approksirnation. For LEFM er f~lgende eksakte resultat 
opnaet for en bjrelke pavirket til trepunkts b0jning,(31,27]: 
(6) 
hvor r er en dirnensionsl0s st0rrelse, der varierer irnellem 0.6 og 2.0 rned krervlrengden. I I 
I 
I 
J 
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Figure 11: Sprendingsfordeling i betonemne med initial krerv pavirket til abning, [10]. 
Ved at anvende en pertubationsteknik pa asymptotisk uendeligt store legemer har [10] 
vist, at FCM l0sningen konvergerer imod den linerert elastiske l0sning11 . Disse asymp-
totiske analyser viste endvidere, at st0rrelsen af legemet, karakteriseret ved D, skulle 
vrere stor i forhold tillch· Kvotienten D lch bliver nemlig uendelig stor for vilkarlig lch 
nar D-+ oo 
4.2 Revneband modellen 
Revnebandmodellen beskrevet af Rots o.a.,[30] og de Borst, [4] er start set sammen-
faldende med modellen beskrevet af Bazant og Oh [2], bortset fra at den sidst nrevnte 
tillader energidissipation i bulkzonen samt triaksiale effekter. Beskrivelsen givet i det 
f0lgende, f0lger den af de Borst. Som i FCM krreves en beskrivelse af bulkzonen, 
revneinitieringen samt revneudbredelsen. I tilgift skal tykkelsen af bandet, he, som 
antages at vrere en materiale parameter, fastlregges, se fig. 12. 
Bulkzonen 
Materialer uden energidissipation udviser elastisk opf0rsel. For beton antages det, at 
materialet er linerert elastisk, og dermed entydigt fastlagt ved 
elasticitetsmodulet, E, samt Poissons forhold, v. 
Revneblmdsdannelse 
For isotrope materialer antages materialet i et givet punkt som regel at vrere elastisk in-
dtil det tidspunkt, hvor den st0rste hovedsprending overstiger trreksstyrken. Pa dette 
tidspunkt starter bruddet som en zone trette og ensfordelte revner i retningen, der 
11 Dette ville man ogsa intuitivt fornemme, id et proceszonens st~rrelse dermed bliver lille i for hold 
til ~vrige st~rrelser . Dette var ogsii. hvad Walsh regnede med [37] 
4 BRUDMODELLER 
Q 
a:ndrer konstitutiv relation 
nar trrekstyrken nas. 
Figure 12: Betonemne pavirket til abning, revnebandmodellen 
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er normal til den st~rste hovedspa:nding, og fordelt over bredden he. Som I FCM er 
revneinitieringen uafba:ngig af treaksede spa:ndings tilstande. Der er dog opstillet mere 
generelle modeller der tager hensyn til treaksede spa:ndingstilstande. 
Revneudvikling 
Nar revnebandet er dannet, forbliver revneretningen konstant, og det antages at t~jnings 
og sprendingstensorerne forbliver konstante over hele bandet. Som i FCM antages det, 
at sprendingsvektoren der virker pa revneplanerne, pa en eller anden made specificeres 
udfra middelva:rdien af revneabningen per enhed band. I revnebandmodellen er det 
n~dvendigt med en tensoriel beskrivelse, hvis modellen skal anvendes til numeriske 
beregninger, hvilket g~r modellen sva:rere at tilegne sig end FCM. 
Matematisk formulering af revne band modellen 
Som lige na:vnt antages det at proceszonen kan beskrives ved adskillelige pa-rallelle 
revner. Betragt et element af et revneband, hvis retning er defineret ved dens normal 
n, se fig. 13 Deformationen fra revneabningerne alene ses i fig .13c, hvor den totale 
revneabning over elementet er givet ved vektoren w. Revneabningen pr. enhed band 
tykkelse er dermed givet ved: 
c w 
e=-
hc 
T0jningstensoren induceret ved revneabning, Ec er givet ved: 
Ec = ( ec 0 n + n 0 ec)/2 
hvor 0 er det dyadiske produkt. 
(7) 
(8) 
Den totale t~jning er dermed givet summen af t0jninger induceret ved revneabning, 
samt de elastiske t~jninger af materialet imellem revnerne, fe: 
(9) 
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Figure 13: a. Revne band i et element. b. Udeformeret band element. c. Deformeret 
band element pga. revnedannelse, [10]. 
Ligning 7-9 angiver de kinematiske relationer for revnebandmodellen. 
De kinematiske ligninger skal suppleres med konstitutive relationer. Spaendingerne 
der overf~res igennem revnerne, givet ved t, antages at afhaenge af det tidslige forl~b 
af e, og spaendingerne er relaterede til de tilh0rende t~jninger ved en isotrop ela.stisk 
relation. Da der samtidig gaelder:tO"n fas: 
(10) 
og 
(11) 
hvor ). og J.1. er de sredvanlige Lame konstanter, E er enhedsmatricen og <P[ec; n] er en 
vejafhaengig funktional af aendringen af ec . 
Ligning 11, er blot den relation der beskriver spaendingsoverf~rslen i revnerne , og er 
altsa identisk med 0' - w relationen fra FCM pa nrer en skaleringsfaktor. 
Energiudviklingen per enhedsvolumen revneband er givet ved: O"d€. Anvendes lign-
ing 9,10 og 11 fas: 
0' · d€ = 0' · €e + t · dec (12) 
Det f0rste led er den elastiske energi i lagene imellem revnerne, medens det sidste er den 
energimaengde, der er n0dvendig for at abne en volumen enhed revneband. Arbejdet 
per arealenhed revneband der er n0dvendigt for at ~ge revneabningen, er: 
dW1 = t · dw 
(13) 
(14) 
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Revnet0jning, t~n 
Figure 14: Sprendings overf0rsels kurve for revneband modellen, [10]. 
hvilket er identisk med resultatet fra FCM. For ren abning haves t = O"nnn, der for 
monoton revneabning, 11, giver: :! 
(15) 
hvor f(w) er O"-W relationen for den rekvivalente FCM. Funktionen for f(hct~n) bliver 
dermed som vist i fig. 14: Arealet under kurven er brudenergien pr. volumen,gF og er 
relateret til G F ved: 
Gp = hc9F (16) 
4.2.1 Begrcensninger ved brug af revnebandmodellen 
Af den foregaende fremstilling ses det, at revneband modellen er fuldstamdig parallel 
til FCM, og de begrrensninger, der er tilknyttet FCM ma derfor ogsa vrere tilknyttet 
revneband modellen. Derudover er der flere svagheder ved modellen. For det f!Zirste er 
der ingen eksperimentelle beviser for, at revnedannelsen foregar i et band ensformigt 
fordelt over dets tykkelse. V rerdien af he er sat til ea. tre gange den st!Zirste sten 
st!{lrrelse, forslaet af Bazant. Dette er baseret pa kurvetilpa.sning af hele pr!Ziveemner 
og er dermed en indirekte estimeret vrerdi. Det har desuden vist sig ved numeriske 
beregninger l at disse beregninger stort set er uafhrengige af bandets tykkelse, nar den 
samme O" - w relation betragtes. Dette indikerer at band tykkelsen ikke er en vrerdi, 
der kan tillregges srerlig stor fysisk betydning. 
Da modellen ba.seres pa, at revnen initieres i band, er beskrivelsen en ikke lokal beskriv-
else, dvs. hvad der foregar i et punkt er afhrengigt af hvad der foregar i andre punkter 
placeret i endelig afstand fra dette, hvilket indikerer, at band modeller ikke pa.sser ind 
. 
I 
I 
I I , 
I I I 
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i almindelig kontinuummekanik. 
Det eneste der retfcerdigg0r bandmodellens eksistens, er dens gode muligheder i nu-
meriske teknikker. 
References 
[1] Barenblatt G.J. The Mathematical Theory of Equilibrium Crack in the Brittle 
Fracture, Adv. in Applied Mechanics, 7, pp. 55-125 (1962). 
[2] Bazant Z.P. and Oh B.H. Crack Band Theory for Fracture of Concrete Materials 
and Structures, 16, pp. 155-177 (1983) 
[3] Blakey F.A. and Beresford F.D . Discussion of the Paper I<aplan M.F.Crack 
Propagation and the Fracture of Concrete , JAC/,58 {11}, pp. 591-610 (1961)., 
JACI, 59, pp. 919-923 (1962) . 
[4] Borst R. de Computational Aspects of Smeared Crack Analysis, in Constutive 
Modelling of Concrete Structures, Pineridge Press, Swansea, (1986) 
[5] Carpinteri A. Application of Fracture Mechanics to Concrete Structures, Jour. 
Struc. Eng. Div., ASCE, Vol. 108, No. St4, pp. 833-848 (1982). 
[6] Carpinteri A. Influence of Material Parameters and Geometry on Cohesiv Crack 
Propagation in Fracture Toughness and Fracture Energy of Concrete, Editor F.H. 
Wittman, Elsevier, pp. 117-13.5 (1986). 
[7] Dhir R.K.and Sangha C.M. Development and Propagation of Microcracks in 
Plain Concrete, Materiaux et Constructions, 7, pp. 17-23 (1974). 
[8] Dugdale D.S. Yielding of Steel Sheets Containing Slits J. Mech. and Phys of. 
Solids, 8, pp. 100-104 (1960). 
(9] Elfgren L. (ed.)Fracture Mechanics of Concrete Structures-From theory to ap-
plications, RILEM Report, Cha.pman and Hall, pp. 1-5 (1989) 
[10] Elices M. and Plana.s J.Maten:a/ Models, in L. Elfgren (ed) Fracture Mechanics 
of Concrete Structures-From theory to applications, RILEM Report, Chaprnan 
and Hall, pp. 16-66 (1989) 
[11] Gliicklich J. Discussion of the Paper /{aplan M.F.Crack Propagation and the 
Fracture of Concrete, JAC/,58 (11), pp. 591-610 (1961)., JACI, 59, pp. 919-
923 (1962). 
[12] Gliicklich J. The Effect of Microcracking on Time-Dependent Deformations and 
the Long- Term Strength of Concrete, in A.E. Brooks and K. Newmwan (eds.), 
The Structure of Concrete, Proceedings of an International Conference, London, 
1965, Cement and Concrete Association, London, pp. 176-189 ( 1968) 
REFERENCES 19 
[13] Go G.C., Swartz S.E. Energy 1\fethods for Fracture Toughness Determination 
in Concrete, Pro c., V Int. Congress on Eksperimental Mechanics , Montreal , 
Canada, pp. 453-459 ( 1984), ogsa i Eksperimental Mechanics, 26 (3), pp. 773-
782 (1986). 
[14] Griffith A.A. The Phenomena of Rupture and Flow in Solids, Phil. Trans. R. 
Soc. London, Series A221 , pp. 163- 198 ( 1920) 
[15] Herholdt A.D. o.a. Beton-Bogen, Cementfabrikkernes oplysningskontor, Aalborg 
Portland, 1979. 
[16] Higgins D.D., Bailey J .E. Fracture Measurements on Cement Paste, Jour. of 
Materials Science, Vol. 11, pp . 1995-2003 (1976). 
[17] Hillerborg A., Modeer M. and Petersson P.E. Analysis of Crack Formation and 
Crack Growth in Concrete by Means of Fracture Mechanics an Finite Elements, 
Cement and Concrete R.search, pp. 773-782 (1976). 
[18] Hillerborg A.Analysis of one Single Crock, in F.H. Wittman ( ed) Fracture Mech-
nics of Concrete, Elsevier Sciencs Publishers, Amsterdam, pp. 223-249 (1983) . 
[19] Hsu T.T.C., Slate G.M.,Sturman and Winter G.,Microcracking of Plain Con-
crete and the Shape of the Stress-Strain Curve, Jour. of ACI, 60, pp. 209- 224 
(1963) 
[20] Inglis C.E. Stresses in a Plate Due to the Presence of Cracks and Sharp Corners, 
Trans. Inst. Nav. Archit., 55, pp. 219-241 (1913) 
[21] Irwin G.R. Analysis of Stresses and Strains Near the End of a Crack Traversing 
a Plate, Jour. of App. Mech., Vol. 24, pp. 361-364 (1957) 
[22] lrwin G.R. Discussion of the Paper J(aplan M.F.Crack Propagation and the 
Fracture of Concrete , JA Cl, 58 (11), pp. 591-610 (1961)., JACI, 59 , p. 929 
(1962). 
[23] Kaplan M.F.Crack Propagation and the Fracture of Concrete, JACI,58 (11), PP· 
591-610 (1961 ). 
[24] Mindess S. The Application of Fracture Mechanics to Cement and Concrete: A 
Historical Review , in Fracture Mechanics of Concrete, Editor F.H. Wittmann, 
Elsevier, pp. 1-31 (1983) 
[25] Mindess S. The Cracking and Fracture of Concrete-An Annotated Biliography, 
pp. 1982-1985 , 627-695 (1986) 
[26] Petersson P.E. Fracture Energy of Concrete: Method of Determination, Practi-
cal Performance and Eksperimental Results, Cem. Concr. Res., 19, pp. 471-474 
(1980). 
I j 
REFERENCES 20 
(27] Plati E., Williams J.G. The Dete1·mination of the Fracture Parameters of Poly-
mers in Impact, Polymer Eng. Sci., 15, pp. 470-477 (1975). 
[28] Rice J .R. Path Independent Integral and Approximate Analysis of Strain Con-
centration by Notches and Cracks, J. of Applied Mech., 35, pp. 379-386 (1968) 
[29] Richart A., Brandtza.eg A. and Brown R.L., Bulletin No. 185, Engineering Ex-
periment Station, University of Illinois, pp. 163-198 (1928). 
[30] Rots J.G., Nauta P., Kusters G.M.A. and Baauwendraad J. Smeared Crack 
Approach and Fracture Localization in Concrete, Heron, 30. 
(31] Turner C.E. Fracture Tovghness and Specific Fracture Energy :A Re-analysis of 
Results, Mater. Sci Eng., 11, pp. 275-282 (1973) 
[32] Schmidt R.A. Fracture Toughness Testing of Limestone, Eksperimental Mechan-
ics, pp. 161-167 (May 1976). 
(33] Shah S.P. Dependence of Concrete Fracture Toughness on Specimen Geometry 
and on Composition,in (Editors) A. Carpinteri, A.R. Ingraffea: Fracture Me-
chanics of Concrete: Material Characterization and Testing, The Hague, Nijhoff, 
pp. 111-135 (1984). 
(34] Stroeven P., Conference on "The Influence of Volume Change on the Design and 
Technology of Modern Building Structures", Karlovy Vary, CSSR ( 1975) 
(35] Swamy R.N. Aggregate-Matrix Interaction in Concrete Systems, in M. te'eni 
( ed.) Structure, solid Mechanics and Engineering Design, Proceeding of the 
Southhampton 1969 Civil Engineering Materials Conference, Wiley-lnterscience, 
pp. 301-315 (1971) 
(36] Swa.rtz S. E., Rood S.l\1. Fracture Toughness Testing of Concrete Beams in Three-
Point Bending: Phase 1, Small Beams, in Proc. SEM Spring Conference on 
Eksperimental Mechanics, Society for Eksperimental Mechanics, La.s Vega.s, pp. 
119-126 ( 1985). 
[37] Walsh P.F. Crack Initiation in Plain Concrete, Magazine of Concrete Research, 
Vol. 28, pp.37-41 (1976). 
(38] Wecharatana M, Swartz S.E. Review of Current Notations on Fracture Tough-
ness Testning of Concrete and Rock, Report to the Technical Commitee on 
Fracture Mechanics of Concrete and Rock, Society of Eksperimental Mechanics, 
La.s Vega.s June 1985. 
(39] Westergaard H.M. Bearing pressures and cracks , Jour. of App. Mech. Vol. 24, 
pp. 361-364 (1957) . 
(40] Wittman F.H. Structure of Concrete with Respect to Crack Formation, in Frac-
ture Mechanics of Concrete, Editor F.H. Wittmann, Elsevier, pp. 43-74 (1983) 
I 
I 
p 
REFERENCES 
21 
[41] Ziegeldorf S. Phenomenological Aspects of the Fracture of Concrete, in Fracture 
Mechanics of Concrete, Editor F.H . Wittmann, Elsevier, pp. 31-43 (1983) 
